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     Нөлге тең емес  кез келген нақты  а
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 R саны үшін оған  кері  а-1 саны табылып , a ( a-1 =1   теңдігі орындалатыны бізге мәлім. Егер жоғарыда айтылғандай, бірлік  Е  матрицасы матрицалар теориясында бірлік санының маңызын атқаратын болса, онда нақта, нөлге тең емес сан үшін орындалатын  a ( a-1 =1    теңдігі матрицалар үшін мағыналы бола ма ,әлде жоқ па деген сұрақ туады. Яғни берілген  А  матрицасы үшін 
                               A ( B = B ( A = E                   (*)                         

Tеңдігін қанағаттандыратын  В  матрицасы табыла ма әлде жоқ па?

    Егер ондай  В матрицасы бар болса, онда оны А матрицасы бар болса, онда оны  А  матрицасынының кері матрицасы деп атап ,  А-1 арқылы белгілейді. Мұндағы  А- 1  матрицасы  
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  немесе  
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 өрнектеріне тең деуге болмайды, себебі матрицалар үшін бөлу амалы анықталмаған. Сонымен 

                                         B = A-1

   А  матрицасының кері матрицасы бар болуы үшін, ол матрица шаршы матрица болуы қажет. Себебі  А ( В  және  В ( А  көбейтіндісі болуы үшін және олардың  (*)  теңдігін қанағаттандыруы үшін  А  матрицасы шаршы матрица болғаны қажет. Демек,кері  А-1  матрица шаршы матрица болады.

1. Матрица ұғымы
     m жатық  және n  тік  жолдарда орналасқан сандар ( олар нақты сандар болсын дейік ) кестесін (таблицасын)  m × n  өлшемді тік бұрышты А матрицасы деп атайды.  Матрицаны белгілеу үшін дөңгелек жақшаны , не болмаса қосарланған тік сызықтарды қолданады, яғни  
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   мұндағы   ai j ,  I= 1,2,…,m,  j = 1,2,…,n   сандары А матрицасының  элементі деп аталады. 

  Матрица  - ғылыми  техникалық  және экономикалық  есептерде кестелік  ақпараттарды  жазу үшін  қолданылады. Бағдарламалау саласында  матрицаларды  екі  өлшемді массивтер  деп  атайды. 

  1.1    Кері матрицаның бар және біреу болуы   

   Анықтама: Егер  А матрицасының  анықтауышы  нолге  тең  болмаса,  яғни  
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, онда  А матрица  ерекше  емес  матрица  деп аталады.  Ал егер А=0 болса, онда ол  ерекше  матрица  деп  аталады. 
   В матрица А  матрицасына  кері  матрица  деп аталады.    
                                   А · В = B · A = E   

Теңдігі орындалса, мұндағы Е – n- ші ретті бірлік матрица. 

  Егер В матрица А матрицаның кері матрицасы болса, онда А матрицаның кері матрицасы А-1 символымен  белгіленеді , яғни

                                       В = А-1 .
   Кез келген квадрат  матрицаның кері  матрицасы  болмайды. Ал кері  матрицасы  бар  болуы  үшін  ол  матрица  белгілі  бір  шартты  қанағаттандыруы керек. Енді  ол  шартты  қарастырпйық. Ол  үшін ерекше  емес  квадратты  А матрица  элементтерінің  алгебралық  толықтауыштарынан  анықталған, біріктірілген матрица  деп  аталатын  квадратты  матрицаны  қарастырайық:  А* = 
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  Мұндағы  Аij  , I =1—,n ,  j =  1—,n   берілген  А  матрица               элементтерінің  алгебралық  толықтауыштары. 

   1-Теорема : Кері  матрицаның  бар  болуы. Кез  келген  квадратты  А  матрицасының  кері   A-1   матрицасы  бар  болу  үшін, ол  матрица  ерекше  емес  (A(≠0   матрица  болуы  қажетті  әрі  жеткілікті және  ол  төмендегідей:   
                                    A-1 = 
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 ( A*                ( 1 )                                       формуламен анықталады.
Қ а ж е т т і л і г і н   д ә л е л д е у. Берілген А  матрицаның кері матрицасы  A-1  бар  деп ұйғарып, оның ерекше  емес матрица  болатындығын дәлелдейік. Ұйғаруымыз бойынша А матрицаның   A-1   кері матрицасы  бар, әрі 
           А ( A-1    = A-1   (   A = E

(A-1 ((( A ( =( A ( ( (A-1 (   =( E(=1
(А ( A-1 (   = (A-1 (  (  ( A (= ( E(= 1
Теңдіктері орындалады. Олай болса  (A(≠0  .
    Ж е т к і л і к т і г і н   д ә л е л д е у. Берілген квадрат А матрица ерекше емес матрица  деп ұйғарып: (A(≠0   , мына  А ( A-1    = A-1   (   A = E  теңдігі орындалатынын дәлелдейік. Ол үшін мына матрицаны қарастырайық:

                                   В = 
[image: image21.wmf]ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

A

А

А

А

А

А

n

1

12

11

...

   
[image: image22.wmf]A

A

A

A

A

A

n

2

22

21

...

  
[image: image23.wmf]...

...

...

...

  
[image: image24.wmf]A

A

A

A

A

A

nn

n

n

...

2

1
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мұндағы  Aij берілген    A матрицасының элементтерінің  алгебралық толықтауыштары.

   Енді  A  мен  B матрицаларының көбейтіндісін табайық:
A ( B = 
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 = (cij),             I =1—,n ,  j =  1—,n ,
Мұндағы  cij = (ai1 ( Aj1+ai2 (Aj2+…+ain ( Ajn) .

 Егер  I = j болса, онда теорема бойынша                

                                ai1 ( Aj1+ai2 (Aj2+…+ain ( Ajn = (A( 
теңдігі , ал    I ≠ j  болса, онда  теорема бойынша

                                  ai1 ( Aj1+ai2 (Aj2+…+ain ( Ajn = 0
теңдігі орындалады.  Демек, 

ai1 ( Aj1+ai2 (Aj2+…+ain ( Ajn = 
[image: image40.wmf](A(, егер  I = j                          
0 , егер  I ≠ j  
          немесе 

  Cij =     1,  егер   I = j ,  

               0,  егер   I = j  

Сонымен, A ( B = E теңдігі орындалады. Осы сияқты,    B ( A = E теңдігінің дәлелдеуін оқырмандардың өзіне  ұсынамыз. Демек,  B = A-1 , яғни қарастырып отырған   B матрицамыз  A матрицасының кері матрицасы. Теорема  дәлелденді. 

   Ерекше емес кез келген квадрат  A матрицасының   A-1  кері  матрицасы тек біреу ғана болады. Шынында да, A матри цаның  A-1  матрицасына  тең емес  басқа кері матрицасы бар деп кері жориық және ол  С  болсын  ( C – квадрат матрица ) , яғни  
                          A ( C = C ( A = E және  A ( A-1 = A-1  ( A = E   

теңдігі орындалады . Онда 
                            C ( A ( A-1  =   C ( (A ( A-1 ) = C ( E = C ,

                         C ( A ( A-1  =  ( C ( A ) ( A-1    = E ( A-1 =  A-1 .

Осыдан ,  C=A-1  теңдігі орындалады. Демек, А матрицасының кері  матрицасы  тек  біреу  ғана және ол   ( 1 )  формуламен анықталады. 
2-Теорема.Ерекше емес кез келген квадратты матрицалар үшін мына  төмендегі формулалар  орындалады:

                        (A ( B )-1 = B-1 ( A-1 , (A’)-1 =(A-1)’

                               (A-1)-1 = A,( A-1(=(A(-1
Дәлелдеуі. Алдымен бірінші формуланың дәлелдеуін келтірейік. Ол үшін  матрицалардың  көбейтінділеріне орындалатын қасиеттерді еске алайық , сонда 

             (A· B)(B -1 · A -1) = A· (B·  B-1) A-1 = A· E· A-1 = A· A-1 = E.
Осыдан    (A· B)-1 = B-1 · A-1   болады.
1.2. Кері матрицаның қасиеттері:

1)  Det (A-1  ) = 
[image: image41.wmf]A
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2) (A · B )-1 = B-1 · A-1  
3) (A-1  )T= (AT )-1
Мысал-1.  A = 
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 , A-1матрицасын  табу керек. 
Шешуі:   
1) detA   табайық :   detA = 
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2) A*  матрицасын табамыз.   A11=1 ,  A21 = -3, A12 = 1, A22 = 2. 
  A* = 
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3) A -1 матрицасын табамыз    A-1 = 
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4) A · A-1 = A-1 · A = E теңдігін қолданып  тексеру  жүргіземіз. 
A · A-1 = 
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1.3. Кері матрицаны элементар түлендірулер әдісін пайдаланып табу 
Элементар түрлендірулер әдісі деп мына түрлендірулерді айтамыз: 
1) Екі тік ( жатық ) жолдарының орын алмастыру;

2) Кез келген тік ( жатық ) жолының элементтерін  α ≠ о санына көбейту;
3) Кез келген  тік ( жатық ) жолының элементтерін  α санына көбейтіп келесі бір тік ( жатық ) жолының сәйкес элементтеріне қосу.

   Кез келген ерекше емес квадратты А матрицаның тек қана тік ( жатық ) жолдарына элементар  түрлендірулер әдісін пайдаланып оның кері матрицасын табуға болады. Ол үшін А мен Е матрицалары қатар жазып, олардың арасын тік бір сызықпен бөлеміз және элементар түрлендіруді екі матрицаға бірден жасаған тиімді. Элементар түрлендіру кезінде арифметикалық амалдардан қате жібермеу  үшін  әр  жатық ( тік )жолдың элементтерін қосып,ол қосындыны ең соңғы тік ( жатық) жолдың  жанына жазамыз және оны параллель екі тік сызықпен  бөлеміз. Бұл тік жол тексеру тік жолы деп аталады. Элементар түрлендірулерді тексеру тік жолына да жасау қажет. Бұл айтылған  тұжырымды  қолдану үшін  төмендегі блогты  матрицаларды қарастырайық. 
            I = ( A 
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Мұндағы  b=( b1 , b2 ,…,bn )’, bk=1+ak1+ak2+…+akn ,  k=1—,n   .     Енді бірінші матрицаның  жатық жолдарына элементар түрлендіру әдісін қолданып, төмендегі  блокты матрицаны  жазамыз:
                     (А(Е((b) ~ (E((A-1((C) ,
Мұндағы   C=(c1,c2,…,cn)`,

                   ck=1+(A1k+A2k+…+Ank)/|A|, k=1—,n                           .     

   Осы сияқты, екінші матрицаның  тік  жолдарына элементар  түрлендіру әдісін қолдансақ, онда мынадай  блокты матрица  шығад:
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 1- Mысал: Берілген матрицаның кері матрицасын және  A-1A  мен AA-1   матрицаларын анықтаңдар. 

                                   A = 
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   Алдымен  берілген матрицаның кері  матрицасының  бар  болуын  зерттейік. ( 1-теорема) Ол үшін матрицаны анықтау үшін есептейміз: 
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                         +2 ×
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